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1. Poj¦cia wst¦pne. Twierdzenie Hahna-Banacha.

De�nicja 1. Je±li X jest przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem K liczb rzeczywistych lub zespolonych, to

funkcj¦ p : X → [0,∞), speªniaj¡c¡ dla wszystkich x, y ∈ X warunki

(1) p(αx) = |α|p(x) dla α ∈ K
(2) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

nazywamy póªnorm¡ (w przestrzeni X). Je±li ponadto speªniony jest warunek

(0) p(x) = 0 ⇐⇒ x = 0

to funkcj¦ p nazywamy norm¡ (w przestrzeni X), a par¦ (X, p) przestrzeni¡ unormowan¡. Normy

oznaczamy najcz¦±ciej symbolem ‖ · ‖.

Je±li ‖·‖ jest norm¡ w przestrzeni X, to funkcja d(x, y) = ‖x−y‖ jest metryk¡ w zbiorze X. Mo»emy

zatem mówi¢ o zbie»no±ci ci¡gów punktów przestrzeni X, a tak»e ci¡gªo±ci przeksztaªce« okre±lonych

na X.

Przykªad 1. Wszystkie ci¡gi o wyrazach liczbowych tworz¡ przestrze« liniow¡ z dziaªaniami okre±lonymi

standardowo "po wspóªrz¦dnych". Poniewa» kombinacja liniowa ci¡gów ograniczonych (zbie»nych) jest

ci¡giem ograniczonym (zbie»nym), wi¦c rodzina ci¡gów ograniczonych (zbie»nych) jest podprzestrzeni¡

liniow¡ przestrzeni wszystkich ci¡gów. Przestrzenie takich ci¡gów oznaczamy, odpowiednio, symbol-

ami `∞ i c - ponadto c ⊂ `∞. Okazuje si¦, »e funkcja dana wzorem ‖x‖ = sup{|xn| : n ∈ N} dla

x = (xn)n∈N ∈ `∞ jest norm¡, a zatem przestrzenie `∞ i c (z norm¡ dziedziczon¡ z przestrzeni `∞) s¡

przykªadami przestrzeni unormowanych.

Lemat 1 (Wªasno±ci póªnormy). Je±li p jest póªnorm¡ w przestrzeni X, to dla x, y ∈ X:

(3) |p(x)− p(y)| ≤ p(x− y)
(4) p(x) ≥ 0

(5) p(0) = 0

(6) Zbiór {x ∈ X : p(x) = 0} jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni X.

Dowód:

ad (3) Wystarczy zauwa»y¢, »e p(x) = p(x−y+y) ≤ p(x−y)+p(y), podobnie p(y) ≤ p(y−x)+p(x).

Poniewa» p(x− y) = p(y − x), a zatem |p(x)− p(y)| ≤ p(x− y).
ad (4) p(x) = p(x− 0) ≥ |p(x)− p(0)| ≥ 0.

ad (5) Oczywiste.

ad (6) Niech α ∈ K oraz p(x) = p(y) = 0. Wówczas p(αx+ y) ≤ |α|p(x) + p(y) = 0.

Je±li X jest przestrzeni¡ unormowan¡ nad K, to symbolem X∗ oznaczamy rodzin¦ wszystkich lin-

iowych i ci¡gªych funkcjonaªów x∗ : X → K i nazywamy przestrzeni¡ sprz¦»on¡ (dualn¡) do X.

Przestrze« sprz¦»ona jest przestrzeni¡ liniow¡ z dziaªaniami okre±lonymi w sposób standardowy. Je±li
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X 6= {0}, to X∗ jest przestrzeni¡ unormowan¡, z norm¡ dan¡ wzorem

‖x∗‖ = sup{|x∗x| : x ∈ X, ‖x‖ = 1}.

Twierdzenie 1 (Hahna-Banacha). Niech X b¦dzie rzeczywist¡ przestrzeni¡ liniow¡ oraz p : X → R
b¦dzie funkcjonaªem, speªniaj¡cym warunki:

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) dla x, y ∈ X,

p(αx) = αp(x) dla α ≥ 0 oraz x ∈ X.

Je±li X0 jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni X oraz f0 : X0 → R jest funkcjonaªem liniowym

speªniaj¡cym warunek

f0(x) ≤ p(x) dla x ∈ X0,

to istnieje funkcjonaª liniowy f : X → R taki, »e f(x) ≤ p(x) dla x ∈ X oraz f |X0 = f0.

Dowód. Je±li x1 ∈ X \ X0, to istnieje taki funkcjonaª f1 : lin(X0 ∪ {x1}) → R, »e f1|X0 = f0 oraz

f1(x) ≤ p(x) dla x ∈ lin(X0 ∪ {x1}).

(1) Je»eli x, y ∈ X0, to f0(x)+f0(y) = f0(x+y) ≤ p(x+y) = p(x−x1+x1+y) ≤ p(x−x1)+p(y+x1),

sk¡d f0(x)− p(x− x1) ≤ p(y + x1)− f0(y)

(2) ω := sup{f0(x)− p(x− x1) : x ∈ X0}
(3) ω ∈ R
(4) f0(x)− p(x− x1) ≤ ω ≤ p(y + x1)− f0(y) dla x, y ∈ X0

(5) f1 : lin(X0∪{x1})→ R niech dany b¦dzie wzorem f1(x+αx1) = f0(x)+αω dla x ∈ X0, α ∈ R.
(6) Je±li x, y ∈ X0 oraz α ∈ (0,∞), to α(f0( xα)− p( xα − x1)) ≤ αω ≤ α(p( yα + x1)− f0( yα)). Tzn.

f0(x)− p(x− αx1) ≤ αω
f1(x+ (−α)x1) = f0(x)− αω ≤ p(x− αx1) = p(x+ (−α)x1). Podobnie

f1(y + αx1) = f0(y) + αω ≤ p(y + αx1)

(7) f1(x) ≤ p(x) dla x ∈ lin(X0 ∪ {x1})

Istnienie maksymalnego rozszerzenia funkcjonaªu f0.

(1) G = {(Y, g) : Y - podprzestrze« liniowa prz. X, g : Y → R - liniowe, g(y) ≤ p(y), y ∈ Y }
(2) Wzór (Y1, g1) ≤ (Y2, g2) ⇐⇒ Y1 ⊆ Y2, g2|Y1 = g1 okre±la cz¦±ciowy porz¡dek w zbiorze G.
(3) W przestrzeni (G,≤) ka»dy ªa«cuch ma ograniczenie górne (swoj¡ sum¦), a wi¦c na mocy

lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny (Y∗, g∗) taki, »e (X0, f0) ≤ (X∗, g∗).

(4) Y∗ = X, g∗|X0 = f0.

Wniosek 1. Je±li X jest rzeczywist¡ przestrzeni¡ liniow¡ oraz p : X → R jest funkcjonaªem takim

jak w poprzednim twierdzeniu, to dla ka»dego x0 ∈ X istnieje taki funkcjonaª liniowy f : X → R, »e
f(x0) = p(x0) oraz f(x) ≤ p(x) dla x ∈ X.

Dowód. Je±li x ∈ X, to 0 = p(0) = p(x− x) ≤ p(x) + p(−x), tzn. −p(−x) ≤ p(x). Niech x0 ∈ X oraz

X0 = lin{x0}. Wzór f0(αx0) = αp(x0) okre±la funkcjonaª liniowy f0 : X0 → R oraz f(x0) = p(x0).

Je±li α ≥ 0, to f(αx0) = αp(x0) = p(αx0) oraz f(−αx0) = −f(αx0) = −p(αx0) = −p(−(−α)x0) ≤
p(−αx0). Ostatecznie f0(x) ≤ p(x) dla x ∈ X0.

Wniosek 2. Niech X b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ liniow¡ oraz p : X → R b¦dzie póªnorm¡ w tej

przestrzeni. Je»eli X0 ⊆ X jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni X oraz f0 : X0 → C jest takim
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funkcjonaªem liniowym, »e |f0(x)| ≤ p(x) dla x ∈ X0, to istnieje taki funkcjonaª liniowy f : X → C, »e
f |X0 = f0 oraz |f(x)| ≤ p(x) dla x ∈ X.

Dowód:

(1) Je»eli x0 ∈ X0, to f0(ix) = if0(x) = i(<f0(x) + i=f0(x)) = −=f0(x) + i<f0(x)

(2) =f0(x) = −<f0(ix) dla x ∈ X
(3) g0(x) = <f0(x) dla x ∈ X
(4) f0(x) = g0(x)− ig0(ix) dla x ∈ X
(5) g0 jest funkcjonaªem R-liniowym
(6) g0(x) = <f0(x) ≤ |<f0(x)| ≤ |f0(x)| ≤ p(x) dla x ∈ X0

(7) g : X → R funkcjonaª R-liniowy taki, »e g|X0 = g0 oraz g(x) ≤ p(x) dla x ∈ X
(8) f(x) := g(x)− ig(ix) dla x ∈ X
(9) Funkcjonaª f jest R-liniowy oraz f(ix) = g(ix) − g(−x) = g(ix) + ig(x) = i(g(x) − ig(ix)) =

if(x) dla x ∈ X
(10) f jest liniowy

(11) f |X0 = f0

(12) Je»eli x ∈ X, to bior¡c takie α ∈ C, »e |f(x)| = αf(x) oraz |α| = 1 mamy |f(x)| = αf(x) =

f(αx) = <f(αx) = g(αx) ≤ p(αx) = |α|p(x) = p(x)

Wniosek 3. Je±li X jest przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem K liczb rzeczywistych b¡d¹ zespolonych oraz

p : X → R jest póªnorm¡, to dla ka»dego x0 ∈ X istnieje taki funkcjonaª liniowy f : X → K, »e

f(x0) = p(x0) oraz |f(x)| ≤ p(x) dla x ∈ X.

Wniosek 4 (Klasyczna wersja twierdzenia Hahna-Banacha). Je±li X jest przestrzeni¡ unormowan¡

oraz X0 ⊆ X jej podprzestrzeni¡ liniow¡, to dla ka»dego x∗0 ∈ X∗0 istnieje x∗ ∈ X∗ taki, »e x∗|X0 = x∗0

oraz ‖x∗0‖ = ‖x∗‖.

Dowód:

(1) x∗0 ∈ X∗0
(2) Odwzorowanie dane wzorem p(x) := ‖x∗0‖‖x‖ dla x ∈ X jest póªnorm¡ w przestrzeni X.

(3) |x∗0x| ≤ p(x) dla x ∈ X0

(4) x∗ : X → K - funkcjonaª liniowy taki, »e x∗|X0 = x∗0 oraz |x∗x| ≤ p(x) dla x ∈ X.

(5) x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ ≤ ‖x∗0‖.

Wniosek 5 (Twierdzenie o wydobywaniu normy). Je±li X jest przestrzeni¡ unormowan¡, to dla

ka»dego x0 ∈ X \ {0} istnieje x∗ ∈ X∗ taki, »e ‖x‖ = x∗x oraz ‖x‖ = 1.

Dowód. Wystarczy rozwa»y¢ (póª)norm¦ p(x) = ‖x‖ dla x ∈ X.

2. Granice Banacha

Je±li x = (x1, x2, x3, . . .) jest ci¡giem liczbowym, to oznaczmy Sx = (x2, x3, x4, . . .).

Twierdzenie 2. Istnieje funkcjonaª liniowy f : `∞ → R o wªasno±ciach

(1) Je±li x = (xn)n∈N ∈ `∞ oraz xn ≥ 0, to f(x) ≥ 0,

(2) Je±li x ∈ `∞, to f(x) = f(Sx),
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(3) f(1, 1, 1, . . .) = 1.

Dowód. Rozwa»my podprzestrze«

X0 = {x ∈ `∞ : ci¡g

(
1
n

n∑
k=1

xk

)
n∈N

ma sko«czon¡ granic¦}

oraz funkcjonaªy: f0 : X0 → R, p : `∞ → R dane wzorami, odpowiednio, f0(x1, x2, . . .) = limn→∞
1
n

∑n
k=1 xk

i p(x1, x2, . . .) = lim supn→∞
1
n

∑n
k=1 xk. Na mocy twierdzenia Hahna-Banacha, istnieje funkcjonaª lin-

iowy f : `∞ → R taki, »e f(x) ≤ p(x) dla x ∈ `∞ oraz f |X0 = f0.

Niech x = (xn)n∈N ∈ `∞ oraz xn ≥ 0 dla n ∈ N. Wówczas

−f(x) = f(−x) ≤ p(−x) = − lim inf
n→∞

1
n

n∑
k=1

xk

tzn.

f(x) ≥ lim inf
n→∞

1
n

n∑
k=1

xk ≥ 0.

Ustalmy x = (xn)n∈N ∈ `∞. Wówczas

p(x−Sx) = p(x1−x2, x2−x3, . . .) = lim sup
n→∞

x1 − x2 + x2 − x3 + . . .+ xn − xn+1

n
= lim sup

n→∞

x1 − xn+1

n
= 0.

Poniewa» f(x − Sx) ≤ p(x − Sx) = 0, a zatem f(x) ≤ f(Sx). Z drugiej strony, −f(x) = f(−x) ≤
f(−Sx) = −f(Sx), sk¡d ostatecznie f(x) = f(Sx).

Ci¡g (1, 1, 1, 1, . . .) ∈ X0 oraz f0(1, 1, 1, . . .) = 1.

Uwaga 1. Funkcjonaª f taki, jak w powy»szym twierdzeniu nie musi by¢ wyznaczony jednoznacznie.

De�nicja 2. Funkcjonaª f taki, jak wy»ej nazywamy granic¡ Banacha.

Niech LIM b¦dzie ustalon¡ granic¡ Banacha.

Twierdzenie 3 (Wªasno±ci). Niech x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N ∈ `∞.

(1) Je±li xn ≤ yn dla n ∈ N, to LIM(x) ≤ LIM(y)

(2) lim infn→∞ xn ≤ LIM(x) ≤ lim supn→∞ xn (co oznacza, »e LIM(x) = limn→∞ xn dla x ∈ c)

Dowód. ad (1) yn − xn ≥ 0 dla n ∈ N, sk¡d LIM((yn − xn)) ≥ 0. Z liniowo±ci LIM(y) − LIM(x) ≥ 0.

ad (2) Zobacz dowód twierdzenia 2.

Przykªad 2. Je±li x = (1, 0, 1, 0, . . .), to LIM(x) = 1
2

Dowód. x+Sx = (1, 1, 1, . . .), sk¡d LIM(x+Sx) = 1, ale LIM(x+Sx) = LIM(x)+LIM(Sx) = 2LIM(x),

czyli LIM(x) = 1
2 .

Uwaga 2. Granica Banacha nie jest funkcjonaªem multyplikatywnym, tzn. istniej¡ x, y ∈ `∞ takie,

»e LIM(xy) 6= LIM(x) · LIM(y).

Dowód. Zaªó»my, »e LIM jest multiplikatywny oraz we¹my x = (1, 0, 1, 0, . . .). Wówczas 0 = LIM(0) =

LIM(x · Sx) = LIM(x) · LIM(Sx) = (LIM(x))2 = 1
4
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