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1. Pojecia wstepne. Twierdzenie Hahna-Banacha.

Definicja 1. Jesli X jest przestrzenia liniows nad cialem K liczb rzeczywistych lub zespolonych, to

funkcje p: X — [0,00), spelniajaca dla wszystkich z,y € X warunki
(1) plax) = |a|p(z) dla a € K
(2) p(z +y) < p(z) +p(y)
nazywamy polnorma (w przestrzeni X). Jesli ponadto spetniony jest warunek
(0) p(z) =0 <= =0
to funkcje p nazywamy norma (w przestrzeni X ), a pare (X,p) przestrzeniag unormowang. Normy

oznaczamy najczesciej symbolem || - ||.

Jedli ||| jest norma w przestrzeni X, to funkcja d(z,y) = ||z —y|| jest metryka w zbiorze X. Mozemy
zatem moéwic¢ o zbieznosci ciagéw punktow przestrzeni X, a takze ciagtosci przeksztatcen okreslonych
na X.

Przyklad 1. Wszystkie ciagi o wyrazach liczbowych tworza przestrzerii liniowa 7z dziataniami okreglonymi
standardowo "po wspolrzednych". Poniewaz kombinacja liniowa ciaggoéw ograniczonych (zbieznych) jest
ciaggiem ograniczonym (zbieznym), wiec rodzina ciagéw ograniczonych (zbieznych) jest podprzestrzenia
liniowa przestrzeni wszystkich ciagéw. Przestrzenie takich ciagéw oznaczamy, odpowiednio, symbol-
ami £*° i ¢ - ponadto ¢ C £*°. Okazuje sie, ze funkcja dana wzorem ||z| = sup{|z,|: n € N} dla
x = (Tp)nen € £°° jest norma, a zatem przestrzenie £°° i ¢ (z norma dziedziczona z przestrzeni £°°) sg

przyktadami przestrzeni unormowanych.

Lemat 1 (Wtasnosci potnormy). Jesli p jest pétnorma w przestrzeni X, to dla z,y € X:
3) Ip(z) —p(y)| < p(z —y)
(4) p(x) =0

(5) p(0) =0

(6)

6) Zbior {x € X : p(x) = 0} jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni X.

p
p

Dowad:

ad (3) Wystarczy zauwazy¢, ze p(x) = p(z —y+y) < p(x—y) +p(y), podobnie p(y) < p(y —z) +p(z).

Poniewaz p(x — y) = p(y — ), a zatem |p(x) — p(y)| < p(z — y).

ad (4) p(x) = p(z — 0) > |p(z) — p(0)] > 0.

ad (5) Oczywiste.

ad (6) Niech o € K oraz p(z) = p(y) = 0. Wowcezas p(ax +y) < |a|p(z) + p(y) = 0.

Jesli X jest przestrzenig unormowang nad K, to symbolem X* oznaczamy rodzine wszystkich lin-

iowych i ciagtych funkcjonatow z*: X — K i nazywamy przestrzenia sprzezona (dualng) do X.

Przestrzeni sprzezona jest przestrzenia liniowa z dziataniami okreslonymi w sposéb standardowy. Jesli
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X # {0}, to X* jest przestrzenia unormowana, z norma dana wzorem
[ = sup{|z"z|: z € X, [[=]| = 1}.

Twierdzenie 1 (Hahna-Banacha). Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa oraz p: X — R
bedzie funkcjonatem, spetniajacym warunki:

p(z+y) <p(x) +ply) daz,yeX,

plax) = ap(z) dla a > 0 oraz = € X.
Jesli Xg jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni X oraz fo: Xg — R jest funkcjonatem liniowym

spetniajacym warunek
fo(z) < p(z) dla z € Xo,
to istnieje funkcjonat liniowy f: X — R taki, ze f(z) < p(x) dla z € X oraz f|x, = fo.

Dowdd. Jesli 1 € X \ X, to istnieje taki funkcjonal fi:lin(Xo U {z1}) — R, ze fi|x, = fo oraz
fi(z) < p(x) dla z € lin(Xo U {z1}).

(1) Jezeliz,y € Xo, to fo(x)+fo(y) = fo(z+y) < p(z+y) = plz—21+21+Y) < p(—21)+D(Y+71),
skad fo(z) — p(z — 1) < p(y + z1) — fo(y)
(2) w = sup{fol) — plx — 1) @ € Xo}
B) weR
(4) folw) = plz — 1) <w < p(y +31) — foly) dla 2,y € X
(5) fi:lin(XoU{x1}) — R niech dany bedzie wzorem fi(x+ax1) = fo(zr)+aw dlaz € Xo, a € R.
(6) Jesli z,y € Xo oraz a € (0,00), to a(fo(E) —p(E — 1)) < aw < a(p(Z + 1) — fo(Z)). Ten.
fo(x) —plx — ax;) < aw
filx + (—a)z1) = fo(x) — aw < p(x — az1) = p(x + (—a)z1). Podobnie
fily +azi) = fo(y) + ow < p(y + az1)
(7) fi(z) <p(x) dla z € lin(Xo U {z1})
Istnienie maksymalnego rozszerzenia funkcjonatu fjy.

(1) G={(Y,g): Y - podprzestrzen liniowa prz. X, g: ¥ — R - liniowe, g(y) < p(y),y € Y}

(2) Wzor (Y1,91) < (Y2,92) <= Y1 C Yo, g2|y; = g1 okresla czesciowy porzadek w zbiorze G.

(3) W przestrzeni (G, <) kazdy laiicuch ma ograniczenie gérne (swoja sume), a wiec na mocy
lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny (Y, g«) taki, ze (Xo, fo) < (X, g«)-

(4) Yo =X, gix, = fo

Whiosek 1. Jedli X jest rzeczywista przestrzenia liniowa oraz p: X — R jest funkcjonatem takim

jak w poprzednim twierdzeniu, to dla kazdego xg € X istnieje taki funkcjonat liniowy f: X — R, ze
F(x0) = plwo) oraz f(z) < p(z) dla « € X.

Dowdd. Jesli z € X, to 0 =p(0) = p(z — z) < p(x) + p(—=z), tzn. —p(—=x) < p(x). Niech zy € X oraz
Xo = lin{zo}. Wzor fo(axg) = ap(xo) okresla funkcjonal liniowy fo: Xo — R oraz f(zo) = p(zo).
Jesli a > 0, to f(axg) = ap(zg) = plaxy) oraz f(—axg) = —f(axg) = —plazy) = —p(—(—a)zp) <
p(—axg). Ostatecznie fo(z) < p(x) dla z € Xp.

Whiosek 2. Niech X bedzie zespolong przestrzenig liniowa oraz p: X — R bedzie potnorma w tej

przestrzeni. Jezeli Xo C X jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni X oraz fo: Xg — C jest takim



funkcjonatem liniowym, ze | fo(z)| < p(z) dla z € X, to istnieje taki funkcjonal liniowy f: X — C, ze
flx, = fo oraz |f(z)] < p(z) dla z € X.

Dowdd:

(1) Jezeli zg € Xy, to fo(iz) = ifo(z) = i(Rfo(x) +iSfo(x)) = =S fo(z) + iRfo(x)

2) Sfo(x) = —Rfo(iz) dlaz e X

3) go(z) =Rfo(zx) dlax e X

9 fo(x) = golz) — igoliz) dla = € X

5) go jest funkcjonatem R-liniowym

6) go(z) = Rfo(z) < [Rfo(z)| < |fo(z)| < p(z) dla z € Xo

7) g: X — R funkcjonal R-liniowy taki, ze g|x, = go oraz g(z) < p(z) dla z € X

8) f(z) :=g(zx) —ig(iz) dlaxz e X

9) Funkcjonal f jest R-liniowy oraz f(iz) = g(iz) — g(—x) = g(iz) + ig(x) = i(g(x) — ig(iz)) =
if(x)dlaxze X

(10) f jest liniowy

(11) flxo = fo

(12) Jezeli z € X, to biorac takie a € C, ze |f(x)| = af(z) oraz |a| = 1 mamy |f(z)| = af(x) =

flax) = Rf(ax) = g(ax) < plax) = |alp(z) = p(z)
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Whiosek 3. Jesli X jest przestrzenig liniowa nad ciatem K liczb rzeczywistych badz zespolonych oraz
p: X — R jest pélnormag, to dla kazdego xyp € X istnieje taki funkcjonal liniowy f: X — K, ze
f(zo) = p(xo) oraz |f(x)] < p(x) dla z € X.

Whiosek 4 (Klasyczna wersja twierdzenia Hahna-Banacha). Jedli X jest przestrzenig unormowana
oraz Xo C X jej podprzestrzenia liniowa, to dla kazdego =, € X istnieje z* € X* taki, ze 2*|x, =

oraz [lz3] = [l2*].

Dowdad:
(1

) x5 € X§

(2) Odwzorowanie dane wzorem p(z) := ||zf||||z| dla z € X jest pélnorma w przestrzeni X.
(3) \:L‘Ox] < p(x) dlaz € Xy

(4) =

(5) =

: X — K - funkcjonal liniowy taki, ze 2*|x, = xf oraz |z*z| < p(x) dla z € X.
fe X =l < gl

Whiosek 5 (Twierdzenie o wydobywaniu normy). Jegli X jest przestrzenia unormowana, to dla

kazdego xg € X \ {0} istnieje z* € X* taki, ze ||z| = 2™z oraz ||z| = 1.

Dowdd. Wystarczy rozwazy¢ (pot)norme p(x) = ||z|| dla z € X.

2. Granice Banacha
Jesli x = (z1, 22, x3,...) jest ciagiem liczbowym, to oznaczmy Sx = (z9,x3, 24, .. .).

Twierdzenie 2. Istnieje funkcjonal liniowy f: ¢*° — R o wlasnosciach
(1) Jesli x = (zp)nen € £° oraz x, >0, to f(x) >0,
(2) Jesli x € £, to f(x) = f(Sx),



3) f(1,1,1,...) =1.

Dowdd. Rozwazmy podprzestrzeri

n
Xo={x € £>: ciag (:L Z xk> ma skoniczona granice}
k=1 neN
oraz funkcjonaty: fo: Xo — R, p: £*° — R dane wzorami, odpowiednio, fo(z1,z2,...) = lim, % > pq Tk
ip(z1,x9,...) =limsup,,_, % > p—1 k. Na mocy twierdzenia Hahna-Banacha, istnieje funkcjonat lin-
iowy f: £ — R taki, ze f(z) < p(z) dla z € £> oraz f|x, = fo-

Niech = (2p)nen € €°° oraz x, > 0 dla n € N. Wowczas

1 n
—f(z) = f(—x) < p(—x) = — liminf — E Tk
tzn.
1 n
f(z) > liminf — E x> 0.
n—oo N
k=1
Ustalmy = = (2 )nen € £°. Wowczas

1 —T2+To—2T3+...+Tp — Tpt1 1~ Tn+1

x
p(x—Sz) = p(xr1—x2, T9—23,...) = limsup = lim sup
n—o00 n n—00

Poniewaz f(z — Sz) < p(x — Sx) = 0, a zatem f(z) < f(Sz). Z drugiej strony, —f(z) = f(—z) <
f(—=Sz) = —f(Sx), skad ostatecznie f(x) = f(Sx).
Ciag (1,1,1,1,...) € Xg oraz fo(1,1,1,...) = 1.

=0.

Uwaga 1. Funkcjonat f taki, jak w powyzszym twierdzeniu nie musi by¢ wyznaczony jednoznacznie.
Definicja 2. Funkcjonat f taki, jak wyzej nazywamy granica Banacha.
Niech LIM bedzie ustalong granica Banacha.

Twierdzenie 3 (Wtasnosci). Niech 2 = (Zn)nen, ¥ = (Yn)nen € £°°.
(1) Jesli z, <y, dlan €N, to LIM(z) < LIM(y)

(2) liminf, o x5, < LIM(2z) < limsup,, ., Zn (co oznacza, ze LIM(x) = lim,,_.oc z,, dla z € ¢)

Dowdd. ad (1) y,, — xn, > 0 dla n € N, skad LIM((yn, — z5,)) > 0. Z liniowosci LIM(y) — LIM(x) > 0.
ad (2) Zobacz dowod twierdzenia 2.

Przyklad 2. Jesli z = (1,0,1,0,...), to LIM(z) = 3

Dowdd. z+Sz = (1,1,1,...), skad LIM(2+Sx) = 1, ale LIM(2+Sx) = LIM(z)+LIM(Sz) = 2LIM(z),
czyli LIM(z) = 3.

Uwaga 2. Granica Banacha nie jest funkcjonatem multyplikatywnym, tzn. istnieja z,y € £°° takie,
ze LIM(zy) # LIM(x) - LIM(y).

Dowdd. Zatozmy, ze LIM jest multiplikatywny oraz wezmy z = (1,0,1,0,...). Wowczas 0 = LIM(0) =

LIM(z - Sz) = LIM(z) - LIM(Sz) = (LIM(2))? = 1
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